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PROBLÈME DE MALFATTI 


ET 


QUESTIONS DIVERSES 


Problème de Malfatti. 


Cycles et axes. — Un cycle est un cercle au rayon duquel 
on a donné un signe; il est considéré comme parcouru dans le 
sens positif ou dans le sens négatif, selon que son rayon est 
positif ou négatif, le sens négatif étant le sens des aiguilles 
d’une montre. 

Soient C,, C, deux cycles de centres O,, 0, et de rayons r,, 
r, : le cosinus c,, de l’angle de ces deux cycles est donné par 


< ———2 
2, 
iè, + Th OU; p 


Cn = 
2 ip) 
Les deux cycles sont dits {angents, pseudo-tangents ou ortho- 
gonaux selon que oc, =14, —1 ou 0. 


Si C, et C, coïncident, c», = 1. 
Soient ar et fs, a, et $, les coordonnées des centres O,, O, 
par rapport à deux axes rectangulaires Or et Oy; on a 


2 


0,0, — (ar — æ,)? == (Ba = B,)?, 


d’où 
(4) Cap = CPU = bnbp = Cnd, Le ATAR 
en posant 
C2 By rh — où — à 4 
An = , n—= ——? GER; dn = — 
Pa Ta Zn Tr 


et de même pour a, b,, c,, d,. 


RG re 


ans On Cn d s'appellent les coordonnées du cycle C, ; elles 
peuvent avoir des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, 
vérifiant la relation 

(2) ci + 02 + Dcyd, = 1. 


Un axe ou droite dirigée D doit être considéré comme un 
cycle dont le centre est à l'infini 
dans la direction directement per- 
pendiculaire à D et dont le rayon 
est égal à +. Soient (fig. 1): 

V un vecteur de longueur égale à 
l'unité directement perpendiculaire 
à D, 

a et b sesprojectionssur Ox etsur 
Oy, 

P et Q les projections de 0 etde 
0, sur D, 

A le pointducycle C, tel que AO, soit perpendiculaire à D 
et de même sens que V ou de sens contraire selon que r, est 
AO, 

Ne 


Fig. {. 


positif ou négatif, c’est-à-dire que r, — 


PO 
En posant ne le cosinus de l'angle de D avec C, 


est donné par 


cos (D, Ca) = 00, = Q0, È \] _ Aln + bn + c : 
AU, V AO, Tr 
ou 
(3) = cos (D, C,) = aa, + bb, + cd. 


: En comparant avec (1), on voit bien que l’on doit considérer 
D comme un cycle ayant pour coordonnées a, b, c, 0, qui véri- 
fient la relation 
a? + 62 = 1, 

qui est un cas particulier de (2): 

Soient Ci, C, Cr, G, (4, C, six cycles” quelconques définis 
par leurs coordonnées a,, by, cn, dn. Eu multipliant les deux 
tableaux 


a bi € di a bi di € 
ds (DC do D dd © 
ds b, © d;|, CU Cle C0 
d, Ur Ce de Vert ec, 
Îl UA bé d; CG 


on à 


(4) Cas Car Css Cas Ca6 | — 0 
Cut Co Ca Ces OC 
Csi Css C3 Con C5 


et, comme cas particulier, en supposant que C; et C,; coïnci- 


dent, 
Cin Cia Cas Cie Ci; 
Coy Cs2 Cos Cor C5 
(5) Cay Cao Cas Ca Cas | —= 0, 
Ci Cu? OCns Cure Cis 
C5] C:2 C5 C:, Css 
ou, en abrégé, 
((cu Coe Cas Cr C55)) = 


Pour que C1, C>, CG, G& appartiennent à un même réseau, il 

faut et il suffit que 
(Gr C2 Cas c)) = 0: 

La condition pour que C;, G:, C; passent par un même point 

est 
((cu Ca2 Ca2)) = 0 

ou 

(6) A— €, — Ch — Ch + DoosCgicro = 0. 


Toutes ces relations subsistent dans le cas où un ou plusieurs 
des cycles dégénèrent en axes. En particulier, la relation (6) est 
vérifiée quand Ci. C:, G; sont des axes, c'est-à-dire des cycles 


passant par le point de l'infini. 
Ces relations subsistent également pour des cycles d’une même 


sphère. 


8 — 


Théorèmes d’Eudoxe.— Étant donné un cycle y inscril 
dans un angle COD = 2, 
de centre F et de rayon r, 
tangent à OC en C et à DO 
en D : 


OC — C, OFC — 9; 

1° Deux cyclesvariables à, 
B (fg. 2) pseudo-tangents 
entre eux et à y et deplus 
langenis le premier à OC 
en À, le second à DG en B, 
sont liés par la relation 
homographique 


Î ru+v)sine +7r?cos « 
— UU(: + COS w), 
en posant e — HA, CA — Qu, BD — 2. 

2 Deux cycles variables x, 8 (fg-.3) pseudo-tangents à y et 
tangents le premier à OC, 
le second à DO, et en outre 
langents à un méme are 
passant par O, sont liés 
par la relation homogra- 
phique 


Ï  r(uv)sin w+7r?cosv 


= uv(e'— sin) to, 

Ces deux théorèmes sub- 
sistent, bien entendu, en 
géométrie sphérique, où ils 
s'expriment par les deux 


ea | relations 
LI 1 + (tgu + te v) cotc ee Œsheosa)cose 
tgu tov sin? w sin? c 
[v 1 + (tgu + te v) cot c 2 £ — sin w 


tou tgv sinowsin?c 


CNE 


En introduisant l’angle au centre OKG—=+ et le rayon 
EC = 7, Ja formule III devient 
V tgutgu(sins +ecosr) 
= sin 9 sin? r + sin r coso (tg u + tgv). 
On peut vérifier ces formules sur des cas particuliers, 


notamment pour u = 0. 
Je Jaisse au lecteur le plaisir de trouver la démonstration de 


ces deux théorèmes, que je considère comme de simples exer- 
cices. 


Problème de Halfatti. Etant donnés trois cycles C:, 
C;, C3. on demande de trouver trois cycles x, y, 3 pseudo- 
tangents enire eux el lels que x soit langent à C el à C,, 
y tangent à C3 et à GC, 3 tangent à C, et à CG. 


7 


Soit « un des deux cycles orthogonaux à zx, y et z, et 
soient 2», Yn, 2m Un les Cosinus des angles de C, avec x, y, 
z, u. On doit avoir 


(7) D 


Les inconnues du problème sont a, Y, 2%: ui, u, v,. Pour 
les calculer, il suffit d'appliquer la relation (5) aux cycles x, 
y, %, u, C, et la relation (4) aux cycles x, y, 3, u, GC, C,; 
ce qui donne 


9 
Un — 1 F Unên L En£n Fr LaYns 


ntlp = np EE Ynlap HE Lp) Æ Zap 2 Vpn) CU tr &)- 


En faisant n et p—t1, 2, 3, el en tenant compte de (7), 
on trouve immédiatement 
ui = {1 + x), us = 2(4 + y), uÿ — 21 +z,), 
(8) Queuz = Less +2 + (1 + ys)(1 +33) 
et deux autres relations analogues. 
En posant 


Ces — 1 — 2a°, y = À — 20», Cya = 4 — 201, 


à ne 4 ne Ho Le Te pe om eee 5 ice ant et SR TS ho me 


DE NÉ TS nt ed er die ER de Dé 


RER ET 


DE ea 2 Seb D 


on obtient 


il 
Quau, = k — da? + Te DEER 
d’où 
UoUz — LCL He a). L 
De même, 
@) um =ui+N  mm=At+d 
On en tire 
1 2 A( 25 b)(A nc) 
(10) ne 
d’où 
2(1 + BA + c) 
(11) ser, = 20 + BH ce) = 


1—+a 
Les signes de a, b, c étant arbitraires, on a huit systèmes de 
valeurs pour %, Y:, Z, à Chacun desquels correspondent, 
d’après (9) et (10), deux systèmes de valeurs pour w,, U», u:; 
mais il suffit de considérer un seul de ces deux syslèmes, car 
l'orientation de uw n'a aucune importance. On a ainsi huit 
systèmes de valeurs pour œn. Ya, Zn, Un. 


Réciproque. — Construisons trois cycles pseudo-tangents 
quelconques x’, y, z' et un cycle uw’ qui leur soit orthogonal, 
puis trois cycles C,, C:, C3 faisant avec x', y', z', u’ des angles 
dont les cosinus soient égaux aux valeurs de x,, Ya, 7», Un de he 
l’un des huit systèmes que l’on vient d'obtenir. L’équation (8) 
et les deux autres équations analogues prouvent que 


cos(C, C) —c,, — cos(C,, CG): 
Soient C, un cycle orthozonal à C,, C;, C; 
et C, un cycle orthogonal à C', C;, C. 
Construisons trois cycles x, y, z tels que 
cos (x, C,) = cos (x', C:), cos (y, G,) = cos (y', GC), 
cos (z, G,;) = cos (z', Gn). 


On aura aussi cos(x, y) = cos(x/, y!) — — 1 et de même. 


PL < 


RS et 


cos(y, =) = —1 ct cos(z,x) = —1. Donc x, y, = seront 
pseudo-tangents entre eux ; x sera tangent à C. et à C:, y tan- 
gent à C; età C, = tangent à C; età C2. 

On aura aiosi huit cycles x, y, : répondant à la question. En 
changeant le sens de C,, on en aura huit autres; en tout, 
seize solutions. 


ro 


Remarque [. — En appliquant la relation (5) aux cycles 
C, Co, Cr, Ca, æ, puis la relation (4) aux cycles Ci, Cs, C3, C, 
æ, yet ensuite aux cycles C;, C:, Cs, C:, x, 5, on peut calculer 
Tes Vs, 34. En posant 

À = ((Ci1Co9Cs3)); 


on trouve 
(12) Axi = — Ia? LEE (b+c— a}, 
13) Amy, = — 16ab{1 + c)(c + a —b)(c+b —a), 
(a) Az, = — AGac(i + b)(b + a — cb +c — a), 


ce qui montre bien qu'il y a 16 solutions. 


RemarouE IL. — La démonstration de la réciproque (p. 10) 
suppose que C1, +, C;, C, ne font pas partie d’un même réseau 
et qu'il en est de même de C;, C;, C;, C/. Géométriquement, on 
voit immédiatement que C,, C:, G, C, ne peuvent faire partie 
d'un même réseau que si C;, CG, C; ont un point commun. 
Algébriquement, la condition pour que G, GC», C:, C; appar- 
tiennent à un même réseau est 


(CET) = 0, 
et, comme cé—=cu =" = 0 et c,;,= 4, cette condi- 
tion se réduit à 

((c11C25C23)) = (D, 
qui exprime que C;, C, C, ont un point commun, ainsi que 
(Dt0s re 

Supposons que C;, C:, C; aient un point P commun el un 

seul et que Ci, .C,, C; aient un point P° commun ef un seul. 


RGO de 


Alors, en faisant deux inversions de pôles P et P', on trans- 
forme CCC, et C:C:C; en deux triangles rectilignes. Ces deux 
triangles sont semblables à cause de 


cos (CO, CG) = © — Cos(Cs, G)- = e 


En plaçant ces triangles de façon qu’ils soient homothétiques 
et en construisant les homothétiques des transformés de x’, y/,z/, 
on aura huit systèmes de cercles +, y, z répondant à la question 
et huit seulement : les huit autres systèmes sont réduits au 
point P. 

À lgébriquement, on peut considérer un cycle quelconque C, Le 
ne passant pas par P; ce cycle est déterminé univoquement par 
les cosinus des angles qu'il fait avec C,, C:, C3. Ensuite, on 
peut construire un cycle C; ef un seul faisant avec C;, C;, C! 
des angles ayant mêmes cosinus que Îles angles de C; avec 
Ci, C, C; et ce cycle ne passe pas par P'. Il n'y a plus qu’à 
construire des cycles x, y, z faisant avec C,, (2, C3. C. des 
angles ayant mêmes cosinus que les angles de x’, y', 3! avec Ci, 
GrCACe 

D'ailleurs, si aucun des trois cycles z’,1',z' ne passe par P’, 
on peut construire directement des cycles x, y, z faisant avec 
Ci, G, G; des angles ayant mêmes cosinus que les angles de 
HUE 2 4VeC Ut Ce Van 

Reuarque I. — On peut chercher dans quels cas C;, C!, C; “e 
sont cofasciaux. La condition pour qu’ils le soient est 


Li Vs. Z1 U; 
Tr Ya Ze U |] — 0. 
T3 Ya Z3 Us 
Si on développe cette condition en tenant compte de 
La = Ty — Y3 = Yi = = 32 = À, 
RE u = 2 + y, ui = 2 +, 
on trouve les deux solutions : 


49 ü, = 0 avec Vols = L. 


à 


Dans le cas du 4e, 


— % = Yi = à = À, u, = OÙ, 
x = ds = Cy = — 41" 
C, coïncide avec —x et est pseudo-tangent à C, età C, en 
un même point. 
Dans le cas du 2, wi —u, 2 —=ys = 1: (CG coïncide 


avec C. 
QUELQUES CAS PARTICULIERS. — 1° a—=Ùb+C: alors x, = 0. 
Ce cas ne peut pas se présenter ni pour un triangle rectiligne, 
ni pour un triangle sphérique; car, pour ces deux sortes de 
triangles, un angle extérieur est inférieur ou égal à la somme 
des deux angles intérieurs non adjacents. D'ailleurs, pour ces 
deux sortes de triangles, A > 0 et 
A =4(a+b+cXb+c—a{c+a —b)a+b— c) — 16a°b?c?. 


9% a—0: alors x, = 0. 


39 a —--1: alors t1—2, x, = ©; 
, (1 2 


2 — |; ae (De 


= y, = 0; 
z se réduit au point de pseudo-tangence de C: et de C, y etz 
passent par ce point. 

3 a—0 et b—0: alors x, —0, y —0, Inya 
plus que quatre solutions correspondant aux deux valeurs de © 


et aux deux valeurs de z:. 
alors C, et C,; sont tangents, C 


5e Cs3 — 1 et Cio = Ci13 : 
c——b et 


passe par leur point de contact. Il faut prendre 
en considérant un cycle C; tangent à Ci et à C et pseudo-tan- 


gent à C,;, on trouve 


EE 
T1 —= Ci9s DER 
24 — b) (2 — 30). 
EE einen 


MAN TN ete Ti 


4 RETIRE NER SR AERR  G55 


A 


bA+b),. 
LA — DE 
ce qui donne deux solutions correspondant aux deux valeurs de 


b. Les six autres solutions sont confondues avec le point com- 
mun à GC, @, G. 


b 
2e le z. = | + 


Lee me pe 5 


Ga —0, b——1: alors = —1, x, —0; 
—= {|} 


æ coincide avec C; et y se réduit au point de pseudo-tan- 
gence de C,; et de C.. 


Mn = it EN = 7 


4 


: 0 0 3 
1 a = — À, b——1: alors rot ST. 


0 (a 
nee 


_. 
< 


a=— 1, &, =, 


+ est l'opposé de C:, il y a une infinité de cycles x et y. 

80 DE EN EN NT 

Alors æy, = 0, yixn = 0, sr, = 0. Prenons, par exem- 
DER De Et) 

De plus A——4 et l'équation (5) appliquée aux cycles 
CG, C:, C:, C,, x donne 

di = 1 + 22, + dr, + aire = 2 (A + x); 

donc x = — 1, De même, y, — — 1. 

z est l'opposé de C;, y l'opposé de C, et z un cycle quel- 
conque tangent à C, et à C. 

go a =0, b—0, ce — —1: 


alors xi——141, x, —0: Y=—A1, y, =0; 2, — ©, 
LIN = 

z Coïncide avec C;, y avec (, et z se réduit au point de 
pseudo-tangence de C, et de C.. 


Cas du triangle rectiligne. — Solution de Schellbach. — 
Soient (fig. 4) A, B, C les sommets du triangle ; A4, Rs, Co 
trois points des bissectrices intérieures AT BL:CI: A%, B;, C 


STE 


leurs projections sur AB, BC, CA; A;, B,, C2 leurs projections 
sur CA, AB, BC. 


Posons 
AGAy — ro, Bobi =, 
CEE, 
BC = 2u, (Cido = 20, 
A,B> — 2w. 


Il faut choisir À,, B,, 
Cs de façon que les cer- 
cles de centres A,, B, 
C, et de rayons zo, Vos 
z soient deux à deux 
tangents extérieure- 
ment. Pour cela, on doit 


avoir 
B,C, = 4y9o 


ou, en adoptant les notations ordinaires, 


: B C 
(a = BB; = C:C} — 1BB;.CC to CI tg 9 
Bb CCS 
P 
Posons 
BB, — p cosy, (CG = p cos? z, na cos? À, 


d’où © a =p(l — cos’ k). 

L'équation précédente devient 

(4 — cos? À — cos? y — cos?) — 4 cosy cos? z cos” À. 

Elle exprime que 

(1) y+z — hk= mult. r, 
en posant % — + z; il est inutile d'écrire æ+h, car le 
signe de h est arbitraire. 

De même, en posant 


AA; — p COS? x, Pier 


=—°6 
— cos? À, © = GR 
P 


| 
| 


DEEE NT RONA 
(2) z + — k = mult. 7, 
D = EMULE 
Sion avait 2 — y — { — mult.r, on en déduirait 
hk-k+1l== mult.z; | 
d'où 
(L — cos? h - cos? k — cos? l}? — 4 cos? h cos’ k cos? l, 
ou 
4 V0 p — b = (1 PI) 20; 
P P P P 


ce qui est impossible, car p est différent de a, de b et de c. 
Donc 
(3) a +y —l= mult.r. 
Si on ajoute {2) et (3) et qu’on en relranche ({), on a 
Dr AU h = mult. x; 
d’où 
2AA, — 2p cos? z' = p(l + cos2x') = p+pecos(k +l— h) 
avec :——+4. Donc 
ZAA; —p 
PE 


— Cos À cos k cos { — cos À sin ksin L 


+ cos k sin {sin À + cos /sin sin k 
Ne JU Er = y 
A VE EVE 
a 


les six radicaux ayant des signes arbitraires. On en déduit, en 
désignant par r le rayon du cercle inscrit, 


(4) 2AA, = p +reers — elA + 2,1B +e,lC, 

AVC 1 = —_—— 1 De même, 
(5) 2BB1 — p + reses, + elA — c,iB +clC, 
(6) 2CC — p +7 reieses + IA + <.[B — £.IC. 


Ces formules sont dues à Malfaiti. On en déduit 


SERRE j'te 


Qu = à — BB, — CC; = — r2,5523 — 2,[A — (p — a). 
Dans le cas de la fig. 4, u>0; 
. -donc il faut prendre :, = — 1 et 


= 2e 
car r, IAet p—a sont les côtés d'un 
triangle AIF (/i9.5). 

RemarQuE [. -— On peut calculer 
directement au moyen du premier théo- 
rème d'Eudoxe, p. 8. On a en effet 

a = BB; + 2u + CC, 


te b = CU + 2% + AA, 

c — AA, + 2w + B,B, 
d’où b+c— a — 2v +91w — Qu + 2AA;, 
ou 7 cot À = D + 10 — u+ ot Le 


En comparant avec la relation 


A A A vw 
@Hu)sinss Hascos + COS Fa 


que donne le théorème d’Eudoxe, on à 


A À \ vw SA 
TCOS— = (te HCOS— = — USIN —: 
2 2 Lo 2 
MASTeE TS =, = ps. où 
vu = EUX, ; 
par suite 


J\ REA 
r COS = u(= I =E COR es sin } 


= 


2u 
ce qui donne pour — quatre valeurs : 
= 


A A 
t&— EL, == 


Remarque II. — On peut remplacer [ par le centre du cercle 
exinscrit dans l'angle A à condition de remplacer a par —a 
et, par suite, p par p — a. 

De même pour les deux autres cercles exinscrits. 


L. GÉRARD. 


I 


Cas du triangle sphérique. — Solution d'Eudoxe. — Nota- 
tions (voir fig. 6). 

[ pôle, r rayon, D, E, 
F points de contact du 
cercle inscrit au triangle 


2 = TE; 
A, Bo, C pôles des 
cercles cherchés situés 
sur les bissecteurs Al, 
BI, CL; m; Yo z9. leurs 
Se rayous; A, et À», B, et 
Ar P., Get C: leurs points 

de contact avec AB et AC, BC et BA, CA et CB. 

Il faut que 


Los Yes 25 > 0, 


cn l Lo + Yo» Yo + 25 20 Li a 
(ce qui entraine To+ 0 - 20 OT), 
BoCo = Yo + 20; CoAo = 70 + Ti A0Bo = To + Yo- 
Posons 
EA, = AF = a, FB. =BD=y,  Dœ=GE = z; 
BG — 24, Da, AB; = 2w. 


La méthode d'Eudoxe consiste à considérer le triangle ABC 
comme déterminé par 7, «, P, y el à calculer ces quantités en 
fonction des inconnues Zo, Yo; Zo- Il arrive que Îles équations 
trouvées sont du premier degré par rapport à certaines fonctions 
des inconnues ét que la connaissance de la valeur de ces fonc- 
tions permet de déterminer les inconnues elles-mêmes : c’est 
ce qui fait le succès de la méthode. Comme 


; A : 
sin «COS ? —= COS ru — Sin w COS To, 


0 


De £ 
en posant w — AA,A,, ilest naturel de chercher à calculer 
A,A0B B:40C CoAoAÂ>2 
de br ner , 
Les formules de la trigonométrie sphérique donnent immédia- 


Sin © — sin ( 


ee ES | 
, > A1AoB BAC Co4o4 
tement les sinus et cosinus de Re DER cr or 


en fonction de x, Yo, 3. En substituant et en posant 


ne sin'æ, COS (7/0 + 30) É re RE 
= Æ 00: = ec 
Sin (Xo + Yo + 20) ? 


2 sin To Sin Vo SIN 50 


942 — = 
si6 (To + Yo + 20) 


= À — x? — y? — :?, 


TTY+z=Ss, X —=1 — 7x, Y=1— 7, Z = 1 —7z 
D = NYSE OX EE ON = = VE = FE 


U 


& = sin 2çCosr, D = xx Ce 
on trouve 
s—1 
Ge = —— (a W = Y). 
7 ( ) 


Dans un cas de figure quelconque, on peut trouver pour 
«, 6, y des déterminations vérifiant l’égalité précédente et les 
deux égalités analogues, en prenant x positif ou négatif selon 
que À, et B,C; sont ou non de part et d'autre de B,C,; et 
de même pour y et z. Si on change le sens positif des angles, 
ces trois égalités subsistent en remplaçant &, B,y par r— a, 


z—$8, r—7}. L'une des deux sommes 
DRE TR TT re AT 
est un multiple impair de +. Supposons, pour fixer les idées, 
que ce soit a+6+7% quisoit un multiple impair der:ona 
” sin? 8 + sin? ÿ — sin? « 
COS &œ — RE RTC VS SEA Re CNE Re) 
2 sin Ê sin y 
ou 
D? + c? — a? 
COS = ————— 
2b,c, 


On en tire immédiatement 


no ape teint 2900 2 


eo 


RP EE te 
2YZ 
cos LEZ 
sinaCosT 5 = | 
(2) 1 + tg — séc r — nat 
2 s—1 


et deux autres équations analogues. 
Le problème est ramené au premier degré. On en tire 


C2 


(4 
1+ sécr tg —- 


À & 
APsécur> 8 
æ À re 
En tenant compte de ZE t&—t8— —1, on en déduit 
9to2r | 
OR ne ee ne» = — (s — 1}? tr. 


2 


7 2 
(4 + séc rE to +) 
Cela prouve d’abord que x?+y2+z <1, ensuite que 


4 
AP = > (s — 1}2tg2r, 


s — 

= 

De plus, en se reportant à la définition de x? et de /?, on voit 
que 


te 21 L 24 
| = , [= 
g Re nr= 7 cos? 


x? COS (Yo + 20) i x? : : 
RS ou —— —= CO COL £ 
CRE Sins ME Jo : 


et deux autres équations analogues. Donc on aura des nombres 
To, Yo, Z) Satisfaisant aux équations précédentes et aux condi- 
tions (1) ; on construira des cercles de rayons xo, yo, : tangents 
extérieurement deux à deux; en leur menant des tangentes 
Communes extérieures, d’un côté ou de l’autre de la ligne des 
centres selon que x, y, z sont positifs ou négatifs, on aura un 
triangle A'B'C' dont les éléments o/, -8', y, r' vérifient les rela- 
tions 

CA 2x 


SO e. à 
$ — 


7 


OX ee 


AM = (s— 1}tg27", 
d'où séc r — séc 7’, a = 0/, 8 — ÿ, y=#. 
On voit aussi, sur la figure, en considérant les deux cercles 
tangents de pôles B;, G et de rayons y,, , que la longueur 


2u de leur tangente commune extérieure est donnée par 


sin y, Sin z t2 
to? u — Jo D — —) 
COS (Yo + Zo) A2 
ou 
T dx 
COt u — —); cot u tgr — , 
t s — 1 


d'où, en comparant avec (2), 
(3) | cot u sinr = cosr + ts — 
ce qui démontre la construction de Malfatti : 
2u = IA + IF — AF. 


En effet, soient (/g. 7) O le pôleet H le point de contact 
avec [A du cercle inscrit au triangle [AF. 
Ona 


A 
F ON cot 10 — cot IH cos — 
H £ 
Ca cot 10 sinr 
se S & c æ us 
À — COS 7 COS 0 “Siroe cot IFO ; 


K et 1F0 = Eu donc 
CRE 
I cot IH cOS— sin r 


(2 RCA 
—= —— S — 
COS Tr COS 2 + sin 5 


PA 


d'où, en comparant avec (3), 
u = IH — (A+ IF — AF). 


REMARQUE [. — La formule (3) et les deux formules analogues 
donnent une solution correspondant au cas de la figure 6 : on 
en déduit trois autres en ajoutant x à deux des angles «, B, 


nr hd dr dr a et dote ane he cumin cité an ete at de <a méme mi tte dr tr nd TEA 


DD — 


de façon que a+ Ê,+7y reste égalà +, à 247 près. En chan- 
geant, dans ces quatre solutions, les signes de r, «, 6, y, on 
en a quatre autres : en tout huit. Comme les grands cercles 
RC, CA, AB partagent la sphère en huit triangles, cela fait 
soixante-quatre solutions. 


Remarque HI. — On a, pour pour calculer x. y4, 2, 
Yi + 2 = 24, Z1 + 2 = 20, Li. + Yi = 2, 
d'où m—=v+w—u; on en déduit 
LE — yz + 12 + y) 
Tyz + l'y +3 — x) 


tg ri —= 


p COS Ti = Zy2 + LAY +z — &), 

o sin x = KW — y5 + 2x + Ty), 
avec p?—(t? + x)({? + °)({2 +2?) et des formules ana- 
Jogues pour y et z1. 

Si, en partant du cercle inscrit I. DEF, on construit les points 
A1, A2. Bi, PB, Ci. Cr, déterminés par ces formules et que l'on 
calcule les rayons des cercles tangents l’un à BC en B, età 
BA en B;, l’autre à CA en C, et à CB en C;, on trouve que 
ces rayons sont égaux aux valeurs trouvées pour y, et z,, et 
alors la relation 


{2 Yi + Si 
9 Vo LS 70 = =— = sin? u = sin? —— 
RTE ar 

trouvée plus haut p. 20, prouve que ces deux cercles sont 
tangents. C.Q.F.D. 


RewanQue III. — La méthode d’Eudoxe s'applique, bien 
entendu, au triangle plan. On a 
Eu 2/%0 ne. 


Vo + Vyo+Vi0— Va + Yy +20  Vyoëo 


Réflexion sur un miroir mobile. 


Je suppose le miroir m (/ig. 8) animé d’un mouvement de 
| translation uniforme. Soient À et B deux points donnés. Un 
rayon lumineux part de À à l'instant zéro quand le miroir est 

en m, et reucontre à l'instant t le 


miroir en C; soit D la projection 
de CG surm;ona 
D C AC — vÉ, DC — ul, 


en désignant par v la vitesse de 
la lumière et par uw la projection 
sur la normale au miroir de la 


A F 
vitesse de translation du miroir. 
Par conséquent, 
M M s 
CAE 
Fig. 8. ED re > il 


donc C est sur un hyperboloï le de révolution, de foyer A, de 
plan directeur m et d’excentricité 


e = —- 


12 
Soit F le second foyer. 
11 s’agit de trouver le mioimum de AC + CB ou de 
AC — CF + CF + CB. 

Or AC—CF est constant; donc on est ramené à trouver le 
minimum de CF+CB, qui a lieu quand C est sur BF; 
alors, dans le triangle ACF, on a 

Û 
to — 
89 AF + CF — CA e —1À v—u 


a v+u 
ne 


CES nns 


D ot en net he mt mms iéteh hote ati 2e = red het dt + nt AT mé 


— 4 — 


Remanoue. — Cette formule est équivalente à la formule 
(u? + v?) cos i — 2uv 
u? + v° — 2uv COS? 


COS T — 


trouvée par les relativistes, en s'appuyant sur leur principe de 
relativité. 


Approximation dans le calcul logarithmique. 


Désignons par log x le logarithme vulgaire de x et cherchons 
d’abord une limite supérieure de l'erreur commise en suppo- 
sant l'accroissement du logarithme proportionnel à celui du 
nombre. Posons 

log (n+ h) — log n 


= — 
log (n+1) —logn 
en supposant n > et O<LhR<I. 
k : : 
En posant k£—ne, ou € — TR j'en tire 
T 


k: 1 hk 
(4) (1+—) log (1+—) = 106 (1+ =. 
Je considère la fonction 
fke) = (h + kx) log (1+ x) — log (1 + hr) 


et ses deux premières dérivées : 


DS | Mh+ kr) MA 
RO AN RO names 
are MM M(k — h) Mh: 
FES Te (+ x) a A+. 


Or 1e A Dion D De 00 10) 0 
Donc f(x) s’annule pour une valeur v de x telle que 
RE 
0 < v < SAR << 1, 
ce qui donne 


k(2 + v)(1 + ho) = h(1 + ho)? — RAI + v} 
= (1 — h)(1 — ho°). 


ES 


Ro 


Or, quand À varie de 0 à 1, le maximum de A(l— h) est 
| 

ER 

Quand on se sert des tables à cinq décimales, n => 1C00; 


1 
= de plus, 0<v<l1l; donc RS ou << 


À 
donc 5 < NOÉ donc « est négligeable. 


Ensuite, l'erreur commise sur log(n<+Àh) quand on sup- 
pose l'accroissement du logarithme proportionnel à celui du 
nombre, est 
e — log(n+h)—logn—h[log(n+1)— logn] 


EN (s —)< _ 
— € l0g ere ne 


Donc si n>1000, ona e<6.10-%, donc e est négli- 
geable aussi, et on peut écrire : 


log (n +-h) = log n + h[log (n+1)— log »]. 

n étant un entier compris entre 4 000 et 10 000, désignons par 
Ln et L(n+1) les valeurs approchées de logn et de 
log(n+1) fournies par les tables et par L(n+k) la valeur - 
obtenue par interpolation, savoir 

Lin + h) = Un + h[L(n +1) — La]. 

On en déduit 

L(n + h) — log (n + h) 
= (4 —h)(En — log n) + AfLin +1) — log {n + 1)]. 
| Lin + h) — log (n+h) | <(1—Rh+Rh)SA0T = 5.107. 

Si, dans le calcul de L{(a+ A), on commet une nouvelle 
erreur moindre que 3.10, l'erreur totale sera moindre que 
10. 

Mais si, dans le calcul de L(n+kh), on conserve la 6° déci- 
male, l'erreur totale sera moindre que 6.10 *. 

Soit à calculer x connaissant une valeur approchée { de log 
et une limite supérieure dde |l[—logx|. 

Supposons Ln <!<L(n—+1) et posons 
D = L{n + 1) — Ln, he _— 


A = log(n + 1) — log n. 


Een 


n+h est une valeur approchée de zx et la différence 
n—+h—zx est donnée par 
n+h—zx  login+hk)—losx 


RENE log (nan +1) —logn 
Or 
A = log (n +1) — log n > D — 107, 


log (n + h) — log x = log (n + h) — + l— log x, 


= Lin + h), donc | log (n + h) — [| << 5.107, 
De plus |/—logx:<d; donc 
: d + 5.107 
; RER er 


EXEMPLE : 

m— (J:802)# L9,862 — 0,99396, log x — 3,97 584 + à, 
|la|l<2.105, L9458 — 3,97 580, L9 459 — 3,97 585, 
DS A0 =, n + h — 9458,8, 
19458,8 — x | < = 0,7. 

Le calcul direct donne x — 9459,321 639793 936. 
Nota. L9468 — 3,97626; donc 
AS = (log 9 468 — log 9 458) © 0,000 045 


95 
et [9 458,8 — | < = < 0,56. 


EE 


se : nn — co de RDS mm op di 6 er at EE mm mn er om DA MS AA EON 
TL A ee et 


SE ETS 


Sur le calcul de + et de e. 


Etant donnés deux entiers m et ntelsque 0<m<n, on 
se propose de trouver un entier p tel qu'après p opérations 


: : À 2 m T 
au plus, on soit sûr de reconnaître si Pier ou 
n 


m T 
n L 


Dans la note IV de la Géométrie de Legendre, on trouve 


mn 


Je pose 
m m? 


B— = —, DAT, 
n n— V; HN — Lo 


(1) ER LE ces 
(25 + A)n — v,,, 
D'abord O<v,<n. En eltet, pour s>n, on a 
O<v, <1 et l'égalité (4) montre que, si v,,, est compris 
entre 0 et n, il en est de même de ».. Ensuite je pose 


m m°? 
> DR ; 
n —U, IN — Uo 
2 
m Œs 
Us = ——— — , a — : a, = À. 
(2S+1)n—u,,, TE, 0 


Tous les a, sont entiers, 


As = (25 + 1}no, — m°a, :. 
d—n—m >0 CEST EU OU 


; sont positifs, 
@, 43, ... a, le sont aussi. 


Vo ee 


Si u,,, est compris entre 0 et n, ilen est de même de u, et, 

par suite, de u,_1, ..., 1», Ui; donc 
Un ce Us N° ou 0, L n°. 

Si O<u,,,<n, u,,,1 estcompris entre 0 et 1; donc 

il en est de même de u,,,2, ...,Un,1, U,. Donc 
ani > an > Qn+1 DONS) > Ans > 0 5 
d’où 
Sp NE, donc SEn<u". 
Donc on est sûr que u,r n’est pas compris entre Det n.- 
Soit u, le premier des u qui ne soit pas compris entre 0 


et n: 
A°Si w &O0, ona u,<Lv,, d'Où Ur_4 Us. es UC Vis 


At m T m 
DE — = € 
CRTC A n 
20 Si u>n, ona u,>>v,, d'OÙù Us 20; 3, .., UV, 
Ter m T à m. 
NET ne 
Exemples. — {o m—11l, n — 14 Ona successivement 
Co = (À, Ga = 4 a = 3na — ma = D, 
ay = Bnas — m'a = 10 X 5 — 121 XX 3< 0. 
D T 11 29 
onc — << — ou TL —-: 
4 < 14 < 7 
De m— 2923, n— 284% Danscecas, & —61, 
dy = 34 — M = 2943, as = 151591, 
a 
a, = na, — m'a, — 189820 761, Us = => n ; 
3 
d TC 293 Se 10 
— — U T = 
ee LE 7 28 & TI 


résultat trouvé par Archimède. 
30 m— 71834, n—10000. Alors m? — 61685316, 
ai — 2146, a: — 2694 654, a, — 2357511864, 
a, = na — nas 7.936.101! — 269.616.10° < 0. 


ou x << 3,1416. 


n —= 452, Alors m?—126025, ai = 97, 
a; — 5507, as — 221 395, a, = 6474105, 
a; —= 9na, — m'a, < 44 ,102.635.105 — 126.221.105 < 0. 
Donc 
7 353 ___ 30 
HER LR du. 
résultat trouvé par Adrien Métius. 
Il y a des procédés plus rapides; c'est le seul procédé infail- 
lible que je connaisse. | 
Pour voir si un nombre rationnel a est >>e ou <e, il 
n'ya qu’à s'appuyer sur la formule 


1 
SR PR 
e—1 20 1 

ï 10+-.., 


. a+ > , AS 3 
On convertit : en fraction continue en s’arrêtant, s’il y 
a lieu, au premier quotient incomplet q4, différent du quotient 
À L e+i 
&n —2 de mème rang dans le développement-de ST 


Alors e— a et #n—2—q, sont de mème signe ou de 
signes contraires selon que n est pair ou impair. 


a+ 371 


Exemples. — 1° a = 2,71, te JE En déve- 


371 G - ; 
loppant = en fraction continue, les quotients successifs 


sont 2, 5,...;5est <6 et de rang pair; donc 2,71 <e. 
a +1 372 _ 93 


Da—IT, ——— 


us om Les quotients suc- 


93 
cessifs dans le développement de sont 2, 6, 7 ; or 7 est 


< 10 et de rang impair ; donc 2,72 > e. 


à 19 ai 6 13 | pe 
D Ce Tr UT es quotients 


successifs sont 2, 6. Le dernier est de rang pair et moindre que 
le quotient complet de même rang dansle développement de 


e + 1 19 
; d — < e, 
: onc È x 


ee — 


Pour établir [a formule de Legendre, je pose 
a7> 
V, = © — ———— : 
> 111-375 CNE 2r— 411) 
la sommation © s'étendant de r—0 à r—. On a 
immédiatement 


Vi (nu + A)Vos = 2Vure. 


V : 
En posant 2 — 7, onen déduit 

n-1 

PA 

PRE x 

1 

21 
T 


U—=Ii+—» Z2—=0+—)» elc.; 
Z9 33 


ce que j'écris symboliquement 


2) 1 — î Dir LAS z T 
\ 20 1 D SRE 1er 
x ; = : sh ÿx 
10APour re 10 on a Vi — CON = “e 3 
4 / 
PH RAUNE d'où 
Zo x 
= VX x z TZ 
h x — 
te Vz 3 5 On — À :,, 


d’où, en faisant x 


] 
rl — 


en Cd lee er A 1 
DL SAN ND TT CES 


A, . 
ou, en désignant par re la n° réduite, 


LL 


e—1 Ds A, + 22,A, 


ET rep, 
e—1 Aa AB AB 
e+1 BB BB: +22b,) 
Aa B, 
ZA. ) Bi bn 
ee À; 
Cela prouve que est la limite de = pour 
n = ©. : 
2 Pour x <0, soit x — —u?, ona , 
ed NE Sin à He É tg u 
u 50 u 
Fos) u —u? —u? — uw? —"u? 
(4 3 5 HO NE A7 


Les V, sont des séries alternées; on suppose évidemment 
Vo 0. Il peut se faire que l’un des nombres V,, V:, V:, 
soit nul ; mais on voit aisément que, si 

2p + I > u?, 
Vp, Vp+w Vp+:, ... sont différents de zéro et on peut écrire 
symboliquement 
Le (RSR SS = u  — y! 
2  L 2p+1 2p+3 ... 2p+n1 z,,.. 


Soit la n° réduite : on a 
: 1 Cuprn— CAES 
Gp Dit D, 
d’où 
LD Ce “CDe<02b) 
2 D, D,(D,7,41 — D, _:) 


= Ge ES Cu ) wD, 


D, D, Dr tn = uD,_4 


C, 
Or, on voit sans peine, que 


n 


va en Croissant avec n tout 


€ [l F Le 
en restant inférieur à =; donc D- tend vers une limite 
p 


n 
quand n augmente indéfiniment. De plus, les D, sont positifs 
et croissants : 


D 
® 1 
D, = 
Ensuite, 
NS u? 
To — re D 2p +2n+i— —. 
Votn+s Æ 
1 C, ; 
Par conséquent, — — tend vers zéro quand n augmente 
2h je 
indéfiniment, c’est-à-dire que — est la limite / de la frac- 
<P 
tion continue illimitée 
1 — u? —u? 


2p +1 2p +3 2p + D 


L 3 
L. GERARD. 


Courants électriques. 


Considérons un réseau de n = 1" Sonrmels A; A. 
A1; soient B!,, B2,,... les cftés qui relient À, et A,. On 
fait correspondre à chaque sominet À, un nombre v, appelé 
potentiel, età chaque côté B*, trois nombres : un nombre arith- 
métique c;, appelé conductance et deux nombres algébriques 
E*,. I appelés force électromotrice et intensité du courant, liés 


par les relations c =, E' = — E;, 
(L) Li = chu, — v, + E“), 
=(@) LC (0, — 0 + E4) = 0. 


Dans chaque équation (2), r est fixe et on fait varier s et u. 
On peut remplacer les côtés joignant A, et À, par un côté unique 
A,4, dont la conductance c.., la force électromotrice E,, et l’in- 
tensité [,, sont délinis par = 

DRAC; Cr —= CB Fer 
cl; s'appelle la productance de B",. Donc la conductance, la 
productance et l’inteosité de A,A, s’obtiennent en ajoutant 
les conductances, les productances et les intensités des B:.. Les 
équations (2) deviennent 
sc, (D, — v,+ E,,) = 0. (3) 

En faisant r —1,2,...,n, on a n équations pour calculer 
les différences +, — Uni 5 On peut faire v,,, —0; ona 
ainsi n équations linéaires en v,, v.. +. 0», dont le détermi- 


nant est 5; 
S, it 00 Sn C4 


— Cor SD 0 6.0 = Con 


SFR EE 


SC TC Er Se = Cu + Cry —+...., etc. 

D est d’abord symétrique par rapport aux indices autres 
que n+ 1. De plus, en ajoutant aux éléments de la re lisne 
ceux des autres lignes, puis aux éléments de la re colonne ceux 
des autres colonnes, et en changeant tous les signes, dans ces 
deux rangées, on voit que D est aussi symétrique par rapport 
aux indices r et n—+1. Donc on peut dire que D est le dé- 
terminant du réseau. 

J’appeile liaison du réseau un système de n côtés reliant entre 
eux tous les sommets du réseau et lien le produit des conduc- 
tances de ces n côtés. Il s’agit de prouver que D est la somme 
des liens du réseau. C’est évident pour n —92. Il faut prouver 
que, si le théorème est vrai pour un réseau f de trois sommets 
A1, À», À, il l’est aussi pour un réseau F de quatre sommets 
A,, À», À:, À,. En effet, les délerminants d et D de f et 
de F sont 


d C9 + Cs — Cis 

— Ci Ci + Co 
Si — Cy2  — Cu S, = Ci2 © Cig —+- Cyu 
D = | —c:, JS  — Coz ) S5 — Cri + Coz + Co, 
Cie Co S3 S3 — Cyi + Cao + Cas. 


En ajoutant aux éléments d'une ligne de D ceux des deux autres 
lignes. cette ligne devient c:,, ©, C4; donc l'indice 4 figure 
dans un terme quelconque T de D, après réduction des termes 
semblables ; donc les autres indices y ligurent aussi, puisque D. 
est symétrique par rapport à tous les indices. Comme T ne con- 
tient que trois facteurs c,, et que les quatre indices doivent y 
entrer tous, l'un au moins des indices n’y entre qu'une fois : 
supposons, par exemple, T —=4c:,, € ne contenant pas l’in- 
dice 4. Or l'ensemble des termes de D quicontiennent c,, est 


° Cw À, 


S1 = Ca 
av = L 
| EX Co S2 


Donc t est ua terme de A; comme il ne doit pas contenir l’in- 
dice 4, c’est un terme du polynome obtenu en faisant, dans A, 


Mr 


Ci = 0 et c, —= 0, c’est-à-dire un terme de d. Or on admet 
que les termes de d sont les liens du réseau f; donc t est un 
lien de f et, par suite, {c;, ou T est un lien de F. C.Q.F.D. 

Il en résulte que tous les termes de D ont pour coefficient 1. 

Reste à prouver que, réciproquement, tout lien de F est un 
terme de D. 

En effet, soit L une liaison de F ; comme L n’a que 
trois côtés et doit lier les quatre sommets, il y a au moins un 
sommet, À, par exemple, qui n’est l'extrémité que d’un côté de 
L. Soit 4,4, le côté unique de L qui aboutit en A, ; les deux 
autres côtés de L forment une liaison { de f. On admet 
que le lien } correspondait à./ est un terme de d; il s’agit 
de prouver que le lien àc:, correspondant à L est un terme 
de D. Eneffet, D contient, comme on l’a vu plus haut, tous les 
termes de Ac;, et À se déduit de d en y remplaçant c;; par 
Cis HE Ci OÙ Ces par C3 + c, c’est-à-dire que À = d + à, 
les termes de à renfermant tous l'indice 4 et, par conséquent, ne 
pouvant se réduire avec ceux de d. Donc À, qui est un terme 
de d, est aussi un terme de A : donc Àc:. est un terme de Ac, 
et, par suite, un terme de D. C.Q.F.D. 

Après avoir calculé les différences de potentiels au moyen des 
équations (2) ou (3), on aura les [“ au moyen des équa- 
tions (1). 4 


Choix des circuits. — Soit » le nombre des côtés B:. 
Ayant choisi une liaison quelconque L, on considère d’abord 
celles des équations (4) qui se rapportent aux n côtés de L:; 
en faisant toujours Vn+4 = 0, on en tire w, %, ... v, et, en 
portant dans les autres équations (1), ona p —n équations 
qui, avec les n équations (2) mises sous la forme ZT —0, 
déterminent les p inconnues I“. 

Supposons par exemple que n —4 et que L soit formé 
des quatre côtés B!,, Bl:, Bl, B!, et posons 


LA 


UE T's u 
Wrs = —— —E#%;,, 


Ts 


w, s'appelle la variance du côté B4. Les équations (t) relatives 


RUE 


par À le résultat obtenu en remplaçant, dans le déterminant du 
réseau A3Âo...Ay, Ci PAT Cu + Co. 


Loi de réciprocité. — Soient par exemple cinq points À, A’, 
B, B', C reliés deux à deux par un nombre quelconque de 
conducteurs. Je désigne par a, a, b, L', c les potentiels de À, 
A’, B, B', C; par (AB), (AB), ... les conducteurs joignant 
À et B; par E(AB), E(ABh, ... leurs f. é. (forces électromo- 
trices) ; par [(AB),, I(AB):, ... les intensités des courants qui 
les traversent ; par (ab), (ab), … leurs conductances, par ab 
la somme de leurs conductances. Notations analogues pour les 
autres. On suppose que toutes les f.é. sont nulles excepté E(AB), 
et on veut calculer I(A'B');. 

Ona I(A'B'); — (a'b'};fa! — b'), puis 
au (a — à) +ab(b — a) + ab'(b' — a) + ac(c — a) = (ab),E(AB), 

a'a(a = a’) + a'h(b — a!) + a'b'(b" — a!) + a'c{c — a!) = 0, 
b'a(a — 6°) + b'a'(a' — 6") + b'b(b — D!) + b'e(e — b) = 0, 
ca(a — c) + ca(a'— c) + ch(b — c) + cb'(b! — c) = 0. 

Pour calculer a'—#', faisons b'—=0: ona quatre équa- 

tions linéaires en a, a’, b, c. En posant 


— S(A) aa! ab ac ons , 
a —S(A) db wc ee 
=) ne Nu D) 
Fe S ca cb —S(C) 


ca ca! cb —S(C) 


S(A), S(A'), S(C) désignant la somme des conductances -des 
conducteurs issus de À, A!, C, ona 


a = — (ab), E(AB), = ° 


I(A'B"} — — (ab);(a'b'),E AB): D 
Inversement, si on suppose toutes les f. é. nulles, excepté 
E(A'B');; on a, en permutant a et-a!, b et b', 
N! 
(AB); = — (ab);(a'b'),E(A'B'); Dr? 


RECENT 


RP AEN ETES 


Dee 
avec 

eo) c : RE aa’ ab’ ac 
D CS lun 


ba! ba bW bc |” 
ca: ca cb — S(C) 
Or N' se déduit de N en changeant les lignes en colonnes; 
D' se déduit de D en permutant les deux premières lignes et 
les deux premières colonnes et en changeant les lignes en co- 
lonnes. Donc N'—=N et D'— D. Par conséquent, 
si E(AB), = E(A'B'h, ona  I(AB), = I(A'B').. 
C. q.f. d. 


ca’ cb! —S(C) 


Postulats sur les nombres réels 
et les nombres complexes. 


or = nombre rée}, nc — nombre complexe. 
Il existe au moins un nr. 


4. Si a est un pr, il y a un nr différent de a. 
a, b, ce étant des nr, 

a+b = b+a, 

(a+b)+c=(a+c)+o. 

ab — ba. 

(a + b)e = ac + bc. 

Si a=Zb, ona a>b ou b>a. 
. Il est impossible que a > a. 

Si a>b et b>c, ona a >c. 
Si a>b, ona a+c>b+c. 

10. Si ab et c+c>c, ona ac >bc. 

41. Si E est un ensemble non nul de nr plus grands que a, il 
existeun nr d tel quetout nr plus grand que d soit plus grand 
que quelqu'un des E, et réciproquement. 

42 Ilexiste un nrx telque x + b = a. 

43. Si b+b=£b, il existe un nrx telque zxb = a. 

Corollaires, — a+ et ab sont des nr et 

(ab)ce = (ac)b. 

L’addition et la multiplication sont commulatives et associa- 
lives. 

Ilexiste un nrz etunseul telque a—+z—=a, et cela quel 
que soit a : on le désigne par 0 : 

a+0= a. 


© 1 OO À # & 1 


Ona ax0—0, quel que soit a, 


Vo EE 


sn ie 


On appelle positifs les nr plus grands que 0 et négatifs les 
| nr plus petits que 0. 
; Si a>0 ilyaun nru etun seul tel que au=a, etsi 
b est un autre nr quelconque, on a aussi Vu = b. 
{al On désigne ce nru par 1 : 
| la = a, quel que soit a. 
| En particulier, 
EE 0 0 = 0, D E0 =} 
44. Tout nr est un nc. 
15. à estun nc. 


14 æ, P, y étant des ne. 

|| 46. x+$ estun nc égalà P+a. 

|| A7. (a+f)+y= (a+ +8. 

£ 48. of estun nc égal à Pa. 

À 19. (a5}y— (arf. 

É | 20. (a+ É)y = ay +Ey. 

LL: ESA le 

{i 22, Si « estun ne, il existe un nra et un nrb tels que ; 
a + br = &. 


23. Si a, b, c, d sont des nr, a+bi ne peut être égal à 
cdi quesi a—c et b—d. 


Définition. — a et à sont les coordonnées de a+bhi; a 
est l’abscisse, b l'ordonnée. 
L'addition et la multiplication des ne sont associatives et 
commutatives. 
Problème. — Calculer des nr x, y, U, v lels que 
TH yr = 0, u + vi — À. 
1° O0—0+0, donc 
T + yi — (2 + yi) + (x + yi) = 2x + Qyi, 
donc 2% —0, 2y —0: d’où æ—0, y—=0. 
1—=1>%<1, donc 
U HU — (u + vu + vi) — u? — y? + Quvi, 
rt U—U—0, vu = uv, d'où v({ —9u) — 0. 


à 1 : : 
Si on prenait u—— Onaurait vw = —-; ce qui est 


impossible; donc v—0 et par suite u(u—1) = 0. En 
prenant u — 0, on aurait 1 —0+0i— 0; ce qui est 
impossible. Car, soit & un nombre positif ; on a 
ax<A1—=a>0 et ax 0 = 0. 
Donc u—1 et, par suite, 
1 = 1 + Où. 
Soit + — a+bi un nc quelconque; on a 
O+a—=0+0i+a + bi a + bi = «, 
La = (1 + Oij(a + bi) = a + bi = a, 
Ox = (0 + Oz)(a + bi) = 0 + Où = 0. 
En particulier, O1 —0, 1i=i et 
OHii=li—=i; 
puis, a étant un nr quelconque, 
a+0i=a+0—= a. 
Soit n un entier positif et m un entier quelconque; je pose 


GT) Es BE 
avec la condition que les coordonnées de 1? ” soient positives ; 
puis 
ie (ay 
Alors & se trouve délini pour tout nombre binaire 3 = m2. 
Je désigne par cz l’abscisse et sz l'ordonnée de et je pose 
sz | 
cz 


Ls = 
ee = à tz > 
et Je remarque que, quand > croît de 0 à 1, sz, t:, —— crois- 


S3 : 
sent, çz et — décroissent et 


s 


SZ tz! 


Je pose x — 2 lim 2"s2*, : 
Enfin, x étant un nr quelconque, je définis cx et sx comme 
les limites de cz et de sz, quand le binaire z tend vers x. 


Pendule sphérique. 


Théorèmes de Puiseux et d’Halphen. — On explique 
dans les traités de mécanique que, en prenant pour origine le 
point de suspension du pendule, pour axe des : la verticale 
descendante et en prenant la longueur ! du pendule pour 
unité, le théorème des forces vives et le théorème des aires 
donnent 

32 + 72 +720? — 292 + h, 


r20! — ke, : 
d’où 2? — f(:) 
kdz 
et do 7 
(1— x WG) 
en posant 
fe) = (g: +) — 2?) — 4. 
Or 
1) =) = -#, fo) > 0, f—æ)70. 
Donc /(z) a deux racines a, b et une racine négative —c 
telles que 
LDC =e 
De plus, g 
ab — ac — bc = —1, 
d’où 
1 + ab 
1 RE 
(1) c En 
Ensuite, 
f(x) = 2g(a — :)(z —b)(3 + 0) 
et © 


— k2 = f(1) = 2g(a —1({ — b)(1 + c), 


ee oops om 


PRIRENT SNS DST IT VE 2 DER 29 NT 


RES: 


Fe 


d’où k = V2g(i a} — 01 + c) 
et, par suite, 
ie dy/{1 — a) — 61 +0) 
Ha — 22 — 0): +0) 
Donc la variation de l’azimut pendant une oscillation simple 


est À 
< = 2 (1 — uw) — dt +0) 
s (za —26 +0 
Les théorèmes de Puiseux et d'Halphen cousistent en ce que 
r Lo << 97. 
Ea effet, on sait que 
le dy —a)(1 — 6) Le PRE A Le AV Ha) 1 + 
Ji Aa —3E 6) G+:ya—2x 0 
Pour démontrer que w > ï, il suffit de remarquer que 
2>1+7 et LOS ze 
Pour montrer que w < 9x, il suffit de prouver que 
NO aU—DUE à Vu au = 


VÜHai+b) 


(U— 233 +e 1 1 +3 
Ou, en posant 
À = (+ af +0), B=Y(1— ui — vy, 
l'inégalité précédente devient 
1 + c 
2 UE 1 +2 — 2). 
(2) en < B(1 + z) + A(4 — 2) 


Ne A? À 3 

Mais, d'après (4), c — = » donc (2) devient 
2AB/9 

3 — 2), 

(3) VAUT + FU) < B(1+ 3) + A(1 —:) 


Posons 


— , JAH 2) BU —3) 

=” 2 
Se 2 2 7,2 
D Ha... CAR") 


à A +B 6 
alors (3) devient : 


AB(A + B) < (A*-+- AB + B? — un, 


nn genre mme 


ou finalement 

(u— Ay(u — Bj{u + À + B) < 0. 
Cette inégalité est vérifiée ; car, quand z varie de — 1 à +1, 
u varie de B à A. 


Petites oscillations du pendule sphérique en 
tenant compte de la rotation de Ia terre. — Pre- 
nons pour origine le point de suspension, les axes des x, des y 
et des z étant dirigés vers le sud, l’est et le nadir. Pour simpli- 
fier l'écriture, prenons pour unité la longueur ? du pendule et 
choisissons l’unité de temps de façon que g = 1. Désignons 


la latitude par À et posons 


sin À — 5, cs À — c. 


Les composantes de la force centrifuge composée sont 


(4 ! ! 


œ y Zi 
2wc 0 2wS 


c’est-à-dire 2wsy', 2wcz'— 2uwsz', —2wcy,. On a donc 
— a" = — Nx + 2wsy!, 
œ y" = — Ny — 2wsx' + 2wcz'; 


d'où, en négligeant 2wcz' qui est très petit par rapport à 
2wsx' età 2wsy!, 


ou 


(4) Tr? 2e = k— wsr?. 


Ensuite le théorème des forces vives donne 
22 + r#02 = [92(z — 1) + hjr?. 


Or 
= | 
EE 


donc, on a approximativement 
Tr" ù 
22 — (h — y? — 2 = 403 
Z° —= d {l T 7 
( & ) ? 


Ou, en tenant compte de (1), 


CRE CIS PSE CRM ESS ER SPAIN TN OT PR SAN 2 TNT ET SNA Ÿ ETES 


Pre = 


PE 


TE D en à 


en posant 


u? 
(2) 1OE C —u — nn — (À — wsu}?. 
Or f(0)=—%#4?, (ri) = 2; en désignant par r, et 2! 
deux valeurs correspondantes quelconques de » et de z', et 


(+ æ) — — æ. Donc /{u) a deux racines positives a? et 4’; 


comme la somme des racines est égale à —%4 (en négligeant 


w?s?), la troisième racine est (—4— a? —Ù°); donc 
a+ bi + rt 
z2 — (a? — r?)(r? — DIE Rene ) : 
4 
r doit être compris entre a? et L?, qui sont supposés très 
petits; nous prenons a? >? Comme 
Pres n° = ul = pe 
on a approximativement 
a? + b? — 3r? 
2372 = (a? — r°}(r — DE + see } 
ou, en posant 
r? = a? cos? » + b? sin? > 


eten convenant que croît avec é£, 


(3) 


En divisant (|) par (3), on a 
, de k — wsr? 


de a? + be — 3 
es ue 


do = (1 2 + p2 = 3» 
LE ra 8 } 


1: 


Or, d’après (2), 
pe ebi(l - ES), 
Le de de À est fixé par les conditions initiales : 
k = r5(8, + ws). 
On peut prendre - 


/ 2 2 
joe ab(1 +) 


LOS 


en prenant a =>0 et b dusignede (8, + ws) Alors 


2 b2 
ab(1 + =) wsgr? 


ci 8 
FE 2 2 __ 9m? 
de m4 + a = =) 


ou approximativement 


abdo 3 
0 — L pe 2 
g a? cos? © + b?siu? @ Se ( 8 ‘ os )de 


d'où, en intégrant et en supprimant la constante d'intégration, 


SU NT 
avec 
b sin 3ab T 
= no et À 
a cos © al? g 


en rélablissant l’homogénéité (l= 1, g = 1). - On en déduit 
æ — cos 0— a Cos © COs no — b sin sin nv, 
y = rsin 0 — 6 sin y COS ne + a COS & sin no. 

C’est la courbe (/ig. 9) décrite par un point M qui parcourt 
une ellipse d'axes 2a et 26, 
pendantque l’ellipse tourne 
d’un angle AÇOA égal à n 
fois l’anomalie excen- 
trique ». On a aussi 
9x — (a + b) cos (o + no) 

+ (a — 0) cos (os — nv), 
2y = (a + b) sin (9 + ne) 

— (a — b) sin (9 — no). 


C’est une hypocycloïde pro- 
prement dite sila vitesse en À, est nulle, c’est-à-dire d’après (1) 


si wsa? — k — ab V< sinon, c'est une hypocycloïde gé- 
néralisée. 
Pendule de Foucault. — Pour que l’expérience de Fou- 


cault réussisse, il faut que ws \ -L soit notablement plus grand 
g 


L. GÉRARD. 4 


en 


mecs 
‘ 


RE RO PEN EREr 


RTE DOM 


LORIENT 


SODNOT TENTE bites 
= ete mé ne 
} 


Le 


22 ae me à 


TS 


1 Tee 
, 3 
que | Dans l'expérience du Panthéon, 
w — 0,000073, s — sin À — 0,75, 
g = 10, l = 67m, a = 3m. 


Théoriquement, la vitesse initiale étant nulle, 
b LE 1 frs L 
eu = ; d’où bd — mm 


a q 7 000 2 
Te PLURES IA; 


En fait, à était certainement supérieur à 1 Cm. 
Pour b—=10cm, ws V— aurait encore été de cinq à six 
g 


fois plus grand que 2 
plus & q SE 
Pendule cycloïdal. — Supposons une bille roulant à l’inté- 
rieur d’un cylindre cycloïdal horizontal ayant pour équations 
z—9—+sin9, z — cos», 
Oz étant dirigé vers le zénith, et l’unité de longueur étant le 
décamètre de sorte que g— 1. w rotation de la terre; w1, 
W», W3 SCS COMpOsantes. 
Conditions initiales : yo — 0, v, —0. Ona 


o : o 1 o ; 
ko"? cos? SR 4 sin? Te & sin? c: — y}. 


En négligeant le terme y? qui contient w? en facteur, on a 


(@) sin 2 = sin t : 1. 
9 mere Z = Z9 COS T° 


la durée d’une oscillation simple est 2x. 
1e A l'équateur, w; — 0 et, en supposant Ox dirigé vers 
le nord et Oy vers l’ouest, on a w, = w, 


! 


y = — wz{1 — Cost), y = —wz{(t sint): 
la bille dévie vers l’est. 

2° À Paris, supposons Ox dirigé vers l’est et Oy vers le nord: 
uw — 0, &3 — w Sin À. 

Le mouvement approché défini par (4) est symétrique par 
rapport à la verticale; donc 


27 
f ædt = 0. 
0 


Donc, pour {= 27, y — 4rtçv sin À. 
Pour zx, = 25m, y = 2cm environ. 


| 


Minimum de déviation du prisme. 


Appliquons la construction classique. Prenons (/g. 10), sur 
la parallèle au rayon transversal menée par le sommet o du 
prisme,unelongueur oc=n; 
le cercle de centre o et de 
rayon 1 coupe en u et v les 
perpendiculaires menées par c 
aux faces oa et ob. Dans le 
triangle ocu, 


} Sin ouc oc 

D 

Hi sin ocu ou 
L. ou sin ? n 

ë = re | 
Di sin r fl 


donc ou est la direction du 
rayon incident, et de même ov 
est la direction du rayon émer- 
gent. De plus, l’angle ucv est 
égal à l’angle au sommet aob 
Fig. 10. du prisme. Il s’agit de prouver 
que, quand l'angle ucv pivole 
autour de c, la déviation uov est minimum quand u et v sont en 
u’ et v' symétriques par rapport à oc. 
En effet, SUPPOSONS cu => cv et prenons sur cu un point w 
telque cw — cv, Les seconds points de rencontre d et e de 
SE cu et de cv' avec le cercle sont aussi symétriques par rapport à 


MALE 1 LU A CVS Li DUMPNEMS MASSE és Een ES 
ne RON Van A CE 7 VE cg td AND IE 


SE — 


oc; donc cd —ce. De plus, éco = dcw par hypothèse ; 
donc les triangles ecv, dew sont égaux et, par conséquent, 
TRS > LS ; s n 

cev = cdw < cdu. Donc l’arc v'v est plus petit que l'arc u'u, 
l'angle vov’ plus petit que l'angle uou’' et la déviation u'ov' plus 


petite que la déviation wow. 
C.q.f.d. 


co EUR MR Een. 


sq it smart tante attirer 
2 
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Miroirs sphériques et dioptres. 


Cette question est un simple exercice sur les ordres d’infini- 
tude: Soient C le centre de la sphère réfléchissante ou réfrac- 
tante, À un point lumineux, D le point de rencontre de CA 
avec la sphère, M un point de la sphère infiniment voisin de 
D et B le point où AC est rencontré par le rayon réfléchi ou 


D 


Sn 


B 


Fig. 11. 


réfracté correspondant à AM. En prenant DM pour infiniment 
petit principal, AM-— AD et BM-— BD sont desinfiniment 
petits du second ordre. Donc, si on néelige les infiniment petits 
du deuxième ordre, on a, dans le cas de la réflexion, 


CA MA DA, 
CB MB BD 
B est le conjugué harmonique de A par rapport à CD. 


Dans le cas de la réfraction, en désignant par n l'indice de 
réfraction, on a 


BG ee 


AG  AMsini AD 
BC — Businr BU ? 


La AC BC Fan 
d’ailleurs AD et BD sont de Roue Sie 


donc (ABCD) = n. 


Ensuite poussons jusqu'aux infiniment petits du 3° ordre. 
Prenons pour unité le rayon de la sphère. Soient a, b, cet 
, B, y les coordonnées de À et de M par rapport à trois axes 
rectangulaires Cx, Cy, Cz issus du centre C; je suppose que a 
est fix2 el différent de zéro et que ë, c, 8, y sont des infiniment 
petits du premier ordre. 


Je pose = — et F5, = , 
P TT Ms 
en désignant par x, la limite vers laquelle tend l'abscisse de B 
quand 6, c, P, y tendent vers zéro, a restant constant. 
Calculons les coordonnées y et z du point de rencontre P 
du rayon réfléchi ou réfracté MB avec le plan x = %. On a 


a kKoy 0 ky—b h— k 
DES Dore 6 te 
b k a b k 


(Æoy — b)(ka — a) = (k— k)(a8 — ba), 
ou, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au 3°, 
_6  Œ—M(GB— 0) 
LS fe ko(fo — à) 
et une valeur analogue pour z. 


Soient E et F les projections de A et de B sur MC;ona 


noi: 
Ich Cr 


| 


1 
DENON TR 


| 
1 
i 
| , 
à — 56 — 
j 1 2 
| Dans le cas de la réflexion — on ES 
1 donc 
| 4 CE à 
4 pe 0 2 DR Et) IR EX 
| 4 
} 
| | Ko = 2a — À, À = 2h03 + 2cy — af? — ay. 
| Dans le cas de la réfraction, en désignant par N le point de 
| rencontre de MB avec AE, on a 
É BA NA EM 
Li 14 CB EN CM 
ER | < CA  EA 
1! 1 d’où IR \ a 
Îl | Ge EN EM + CE 
| IL 4 On en déduit 
Î | k = nt + 2 £ 
| 0 + Zaa — 1) (a + n)à — (n + 1)(6? + c£)], 
Ai : k, = (1— aïn + a. 
L. | Gas particulier. — Le point lumineux À est voisin du centre 
4l C. Posons 
Îl | = CA — i, ACM = 0. 
|| | 4° Dans le cas de la réflexion, 
EL: | CB _ CF MF  MF—CF 1 
Â CA CE ME  ME—CE  1—2cos0 
4 À Si w varie de f0o À 120°, CB varie de à ’ 
Hi 1 — 1 1 +1 
lili l'image de A estune petite droite de longueur € — 2/2. 
n | : Pour R—17, [—0m05, ona <— 3mm. Cest ce que 
| La les ue appellent le stigmalisme. 
1: | 2° Dans le cas de la réfraction, on trouve 
[i CA 
Fi | C5 = *—/{n—1)cos, CR AUDE 
FE 4 n n? 
Non Si w varie de 60° à 120° le poi i i 
HE 120°, le point B décrit une droite de lon- 
| | gueur 
ii 
A :1 


Pour n 
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Focales. 


Soit 


1 1 
7 — É (a+ bp) + — cz? + day USE RUEeE ee 


2 
une surface passant par l’origine O et normale à Oz. La nor- 
male 

X— x = Y—7 

ar+ cu + 2dry eg +.. | by+dz! + Zeay+fyt+.. 
en un point (x, y, z) infiniment voisin de O coupe le plan 
L—h au point 

X = (4 — ah}x + ..., Y = (1 — bh}y + 

En posant x =» COsw, y —rsinw et en faisant varier vw, 

r restant Constant, on voit que ce point décrit une ellipse dont 
les demi-axes (4 — ah)r, (1 — bhr sontinfiniment petits du 


a — 


- 1 I 
premier ordre. Pour À — 7 où hi, = HE cette ellipse se 


réduit à une portion de droite que les physiciens appellent une 
focale. 
1 


Si a—b, quand onfait h — = les infiniment 
a 


petits du premier ordre disparaissent. En poussant jusqu’aux in- 
finiment petits du second ordre, on trouve 


XL = — her +2dry+ey)+.…., Y— — h(dz?+ 2ery+fy) ++ 
et, en faisant x = rcosw, y —rsinv, ona 
2X = — h{c+ e)r? — he — e)r? cos 2 — 2hdr° sin 20..., 


2 = —h(d+ fr — h(d — f}r? cos 20 — 2her? sin 2. ., 


ce qui donne une ellipse dont les axes sont infiniment petits du 
second ordre. Mais le centre de cette ellipse n’est plus sur Oz: 
j'appelle l'attention des physiciens sur cette particularité. 


ER, 


Limite supérieure de l'erreur commise sur la 
somme des angles d’un triangle, que l’on calcule, 
connaissant les trois côtés, au moyen des tables 
à cinq décimales. 


2 log tg 


_ — log (p — b) + log (p — c) — log (p — a) — log p. 


J'appelle 
A 
pa) Hp) Lp—c Ep, Lis 


les valeurs approchées trouvées pour les logarithmes de 
p—a, p—b,.... 
A', B', C’ les valeurs approchées trouvées pour À, B, C; 
a, 8, y, à les erreurs sur les log de p—a, p—6, p—c, 
p définies par ë 
x = log (p — a) — L(p — a), etc., 
à — log p — Lyp; 


A B' C’ 
ax, 8’, 4 les erreurs sur les log tg de D nr défi- 
pies par 
4’ A 
a! — log tg — Ltg —, etc. 
2 2 
À 
Or 2 logtg = —?2Lte à = f+y—a—ÿ; 


! 


A A 
donc 2logtg  — 2108 gs = B+y— a —Ù— 2. 
Donc, en désignant par À, l'inverse de la différence tabulaire 
2e 
relative à log tg T° Ma 


A — A = (+ y — a — 5 — Jal)As. 


fl 
fi ï 
be | ED 
RC) 
l 
| | L'erreur cherchée e—=(A+B+C)—(A'+B +0) a 
if | Î donc pour expression 
JA € = a(Bi + C; — A,) + P{C: + À, — B;) 
[L + xs + Bi — C1) — (A; + B, + Ci) — 2o'A, — 96/B, — 90. 
Î ie M 
ll ( or) — œ = 0e ———————  , 
nil DRE Gn Le te 2.10 sin x COs x 
ni 10sin À 
À et des valeurs analogues pour B, et C;. Mais 
{l sin À < sin B + sin C, 
ji donc 
Riel A, <B,+C; B, < C1 + A:, C1 A: + Bi. 
Li: De plus les valeurs absolues de à, B, y, à, «', ®’, -! sont infé- 
L rieures à ° 
Î 5.107 (p. 26, |. 24). 
À Donc 
|: | < 10-5(2A; + 9B, + 2C:)cgr 
2 sin À +9%sin B+ 2sin C 
Lil Mr 
4 Or sinA+sinB+sinC est maximum pour 
1 T 
| A = B = C = ——3 
| 5 
| donc 
J2 = 
hosli 33 
il lel< = mer = 3,8 mgr. 
| La plus grande erreur que j’aie pu obtenir est de 2,7 mgr, et 
f 44 cela‘ pour 
À P—a—=p—b— 3657, p — c = 2015. 
f Le 
ni! 
‘1 
ii 
il 
È 
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Dénomination des unités. 


\ 


Tous les professeurs: se plaignent que, dans les applications 
numériques, les élèves se trompent souvent sur la dénomina- 
tion des unités dont ils ont calculé le nombre. Il y a un moyen 
bien simple d'éviter ce genre de fautes, c'est d'éviter les sous- 
entendus; pour cela, il faut exprimer par des égalités les rela- . 
fions entre les diverses unités et faire suivre le nombre représen- 
lant la mesure d’une grandeur du nom ou du symbole de l'unité 
choisie pour faire cette mesure. 

1° Calculer la superficie s d’un champ rectangulaire de 2 hm 
de long et de 40 m de large. 

$s — 2 hm >< 40m. Or hm — 100 m, 

donc s — 200 m >< 40 m = 8 000 m°. 

En écrivant mq au lieu de m?, on a la formule s — 8000 mq 
indépendante de toute convention. 

2° Calculer la distance focale f d’une lentille dont la puis- 
sance est de 5 dioptries. 


1 1 m- 
ES À — 5$ oi — — — 9) . 
r 5ô, Ô me d'où f 5 cm 


3° Calculer la différence e de potentiel existant entre les extré- 
mités d'un conducteur dont la résistance est de # ohms, traversé 
par un courant invariable de 2 ampères. 
e — 4w >< 2A — Bu ; or GT, 
donc e— 8V —8 volts. 
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